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Аннотация. Рассматриваются два  - гомеоморфизма окружности  и  с критической 

точкой и одинаковым иррациональным числом вращения . Доказано, что отображение 

сопряжения  между  и  является квази-симметричной функцией. 
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    Abstract. Consider two -homeomorphisms  and  of the circle with a critical point and 

the identical irrational rotation number . It is proved that the conjugation map  between  and 

 is a quasi-symmetric function. 

Key words: - homeomorphism, critical point, irrational rotation number, conjugacy, quasi-

symmetry. 

 

Введение 

В настоящей работе изучаются сопряженные гомеоморфизмов окружности с особенностями, 

более точно-критические гомеоморфизмы окружности   с бесконечным числом  изломов.  

 Хорошо известно, что каждый  сохраняющий ориентацию гомеоморфизм  окружности 

 задаётся формулой: , где скобки  обозначают дробную часть 

числа, а -  непрерывная, строго возрастающая функция на , удовлетворяющая 

условию 

. 

Функция  называется поднятием гомеоморфизма . Обозначим через  число 

вращений гомеоморфизма  (см. [1]), т.е.  

 

Здесь и всюду в дальнейшем  обозначает -ую итерацию функции . Значение 

предела  не зависит от выбора точки .  Число   является важнейшей числовой 

характеристикой гомеоморфизма . А именно, если число вращений   иррационально, то 

гомеоморфизм  обладает единственной вероятностной инвариантной мерой . 

https://turin.uz/ru/%d1%82%d1%83%d1%80%d0%b8%d0%bd%d1%81%d0%ba%d0%b8%d0%b9-%d0%bf%d0%be%d0%bb%d0%b8%d1%82%d0%b5%d1%85%d0%bd%d0%b8%d1%87%d0%b5%d1%81%d0%ba%d0%b8%d0%b9-%d1%83%d0%bd%d0%b8%d0%b2%d0%b5%d1%80%d1%81%d0%b8-16/
mailto:safarovua@mail.ru
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 Пусть число вращений  иррационально. Данжуа доказал [2],  что если 

 и , то гомеоморфизм  топологически сопряжен линейным 

поворотом , т.е. существует гомеоморфизм окружности  такой, что 

справедливо равенство  

. 

Гомеоморфизм  называется сопрягающим отображением, или просто сопряжением. 

Замечательным фактом является то, что сопряжение  является функцией распределения,  

соответствующей распределению , т.е.  

. Последнее соотношение показывает, что  является 

абсолютно непрерывной функцией тогда и только тогда, когда инвариантные распределения 

  являются абсолютно непрерывными относительно меры Лебега  на окружности.  

Анализ и результаты 

 Естественно, возникает вопрос о гладкости сопрягающего гомеоморфизма . 

Фундаментальные результаты по проблеме относительно гладкости  были получены в 

работах В.И. Арнольда, Ю.Мозера, М. Эрмана, Ж.К. Йокоза, Я.Г. Синая и К.М. Ханина, Й. 

Кацнельсона и Д. Орнстейна. 

 Важным классом гомеоморфизмов окружности являются гомеоморфизмы с изломами, 

или класс - гомеоморфизмов. 

 Определение 1. Пусть - гомеоморфизм окружности с поднятием . Если в точке 

 существуют односторонние положительные производные ,  и 

, то  называется  точкой излома гомеоморфизма .  

 Число   называется величиной излома гомеоморфизма  в точке 

. 

 Определение 2.  Сохраняющий ориентацию гомеоморфизм  окружности  с 

поднятием  называется - гомеоморфизмом, если  удовлетворяет следующим 

условиям: 

 1) является дифференцируемым на ,  за исключением конечного или счётного 

числа точек изломов; 

 2) существуют константы  такие, что  

   для   

  для  , 

где - множество всех точек изломов . 
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 3)    имеет конечную полную вариацию на , т.е.  

Свойства регулярности инвариантных вероятностных мер гомеоморфизмов окружности с 

изломами отличаются от свойств в случае диффеоморфизмов окружности. Инвариантные 

меры таких гомеоморфизмов изучены в работах   М. Эрмана, А.А. Джалилова и К.М. Ханина, 

А.А. Джалилова, И. Лиусса и Д. Майера.  Фундаментальные результаты по проблеме 

регулярности инвариантных мер были получены в работах А.А. Джалилова, Д. Майера и У.А. 

Сафарова([3]). 

Другим важным классом гомеоморфизмов окружности с особенностями являются 

критические  гомеоморфизмы. 

 Определение 3. Точка  называется критической точкой гомеоморфизма  

порядка , если существует  некоторой  - окрестности  , 

такая что гомеоморфизм  может быть представлен в виде 

, где - это локальный диффеоморфизм класса , 

удовлетворяющий . 

Инвариантные меры критических гомеоморфизмов окружности изучались в работе Грачека и 

Свентека ([4]). Они доказали, что инвариантная мера гомеоморфизма  с конечным 

числом критических точек полиномиального типа и иррациональным числом вращений 

является сингулярной относительно меры Лебега. 

Рассмотрим гомеоморфизмы окружности   и    с особенностями и с одним и тем же 

иррациональным числом вращений . Пусть   и   - сопрягающие отображения   и     

соответственно с ,  т.е.  и .  Легко проверить, что 

отображение   является сопряжением   и  . 

В качественной теории гладких отображений важным является вопрос о гладкости 

сопрягающего гомеоморфизма . Это называется свойством «жёсткости» гомеоморфизмов 

окружности с особенностями. Проблема «жёсткости» для гомеоморфизмов окружности с 

одной точкой излома изучалась в работах К.М. Ханина, Д. Хмелева и А. Тепленского, А.А. 

Джалилова, Х. Акина и С.Темира. Для таких гомеоморфизмов окружности эта проблема была 

решена до конца, в определенном смысле, в работах  К.М. Ханина и С. Кошича([5]).  

Сформулируем основной результат работы [5]. 

Теорема 1. Для почти всех иррационально , любых двух  гладкие 

-гомеоморфизмы с одинаковым числом вращений   и каждого с одной точкой 

излома , таких, что ,  являются -гладкими 

сопряженными друг к другу. 

 Проблема «жёсткости» гомеоморфизмов окружности с несколькими изломами изучалась в 

работах Д. Смания и  К. Куна([6]), А.А. Джалилова, Д. Майера и У.А. Сафарова([7]). 

Сформулируем основной результат работы [7]. 



ISSN: 2582-4686 SJIF 2021-3.261,SJIF 2022-2.889, 
2024-6.875 ResearchBib IF: 9.948 / 2024 

 
 
 

VOLUME-5, ISSUE-5 

1141 

 Теорема 2. Пусть  являются - гомео-

морфизмами окружности с   точками излома . Предположим, что  

1) их числа вращения совпадают, т.е.  и   иррационально; 

2) произведения величин изломов  и  не совпадают, т.е.   

. 

Тогда гомеоморфизм , сопрягающий  и , сингулярная функция. 

Проблема гладкости сопряжения  для критических гомеоморфизмов окружности  изучена в 

работах Ж. Йоккоза, де Фария и де Мело, М. Ханина и А. Тепленского, а также др. 

Сформулируем основной результат работы А.Теплинского и К.Ханина [8]. 

 Теорема 3. Пусть  и  - аналитические критические гомеоморфизмы окружности с 

единственной критической точкой порядка , , и одинаковым иррациональным 

числом вращений .  Тогда между   и   существует - гладкое сопряжение. 

Определение 4. Гомеоморфизм окружности  называется "квазисиммет-рическим", если 

существует константа , такая, что для любого  и числа  справедливо 

следующее неравенство 

. 

Г. Свентека  доказал (см. [9]), что сопряжение между гомеоморфизмом  с 

конечным числом критических точек  и иррациональным числом вращений  и линейным 

поворотом  является квазисимметрическим, тогда и только тогда, когда число вращений  

- ограниченного типа. Эта результат было обобщен А.А. Джалиловым, М. С. Норани и С. 

Ахаткуловым [10] для критических гомеоморфизмов окружности с бесконечным  числом 

изломов.  

 Сформулируем основной результат нашей работы. 

Теорема 4.  Пусть  являются  гомеоморфизмами окружности с одинаковым 

иррациональным числом вращений . Предположим, что 

1)  имеют критическую  точку  порядка ; 

2)  являются - гомеоморфизмами на  множестве , где 

- некоторой -окрестности точка ; 

Тогда гомеоморфизм , сопрягающий    и - квази-симметрическая функция. 

Заключение. В данной работе доказано, что отображение  
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сопряжения между двумя - гомеоморфизмами окружности с одинаковым иррациональным 

числом вращения является квази-симметричной функцией. Этот результат углубляет 

понимание структуры таких гомеоморфизмов в теории динамических систем. В дальнейшем 

представляется интересным исследовать квази-симметрию сопряжений в более общих классах 

отображений с критическими точками. 
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